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Abstract: The paper presents the mathematical description o f the horizontal karstification process, wich occurs in 
the zone o f cubical debris o f surface o f limestone.

1. Bevezetés

Jelen dolgozat a szerző által korábban publikált munka szerves folytatásá
nak tekinthető {PÉNTEK 2001). Az említett dolgozatban a horizontális 
karsztosodás egy lehetséges matematikai modellje került kifejtésre. Itt a 
tényleges karsztos oldás a talajjal borított mészkő térszín felső, törmelékes 
oldódási zónát képező tartományában folyik. A talajrétegen átszivárgó csa
padékvíz széndioxiddal feldúsul, s a karsztos oldás számára agresszív oldó
szert képez. A kőzet felső tartományába beszivárogva kifejti oldó hatását, 
miközben lefelé haladva fokozatosan telítődik. A törmelékes oldási zóna 
felső tartománya oldódik legnagyobb ütemben, s e feloldódó tartomány a 
szálkőzetből alulról pótlódik. Adott oldási körülmények között az ezekre 
jellemző vastagságú törmelékes zóna fejlődik ki. A törmelékes zóna a fenti
ekben vázolt oldás hatására lefelé tolódik el, ami a karsztos térszín süllyedé
sét eredményezi {VERESS-PÉNTEK 1990, 1996).

E geomorfológiai modellt követő matematikai modell kifejtésekor 
tökéletes, geometriai értelemben vett gömb alakú törmelékkel dolgoztunk. 
Most ismertetendő modellünkben ideális kocka alakú, tehát poliéderes, sík
lapokkal határolt törmelékdarabokkal számolunk. A felesleges ismétlések 
mellőzésével igyekszünk modellünket ismertetni, bár a korábbi dolgozatok
kal kikerülhetetlen átfedések és analóg gondolatsorok fordulnak elő. Mo
delljeink építési folyamata természetesen sohasem tekinthető véglegesen 
lezártnak. Tárgyalásunk során a lehető legegyszerűbb eszközöket igénylő 
felépítésre törekedtünk. Szorosan e témához kapcsolódik még VERESS- 
PÉNTEK (1990, 1996), PÉNTEK (1998), továbbá SZUNYOGH (1994) 
munkája.
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2. A karsztos lepusztulás kocka-modellje

A törmelékzónát eredményező horizontális karsztos oldódás kifejtésre kerü
lő matematikai modelljénél az alábbi idealizáló feltevést fogalmazunk meg.
a. Feltesszük, hogy a karsztosodó mészkő felső tartományában a repedések 
rendszere olyan ekvidisztáns párhuzamos síkrendszert alkot három, páron
ként egymásra merőleges irányban, hogy az egyik síkrendszer horizontális 
irányú. E síkok rendszere egybevágó, a élhosszúságú kockák rendszerére 
bontja fel e felső tartományt.
b. Feltételezzük, hogy a kőzetbe szivárgó agresszív oldószer hatására e koc
kák a kocka alakot megtartva oldódnak úgy, hogy a kockák geometriai kö
zéppontjának helyzete nem változik. E törmelékkockák fokozatosan felol
dódó rendszere alkotja az ideális törmelékes oldódási zónát. Az oldódó kő
zetszemcsék középpontjainak egymástól mért távolsága a modell szerint 
azért lehet állandó, mert a mészkő felett elhelyezkedő talaj- ill. agyagréteg 
oldhatatlanságánál fogva állandó térfogatú, így állandó pakolást biztosít a 
benne lévő szemcséknek.
c. Feltesszük még, hogy az ideális törmelékes zónában található törmelék
kockák a élhossza jóval kisebb a zóna d vastagságánál. E kockák élhossza 
alulról, a zárt kockamozaik kitöltéstől indulva, fölfelé haladva fokozatosan 
csökken és tart a nullához, azaz a kockák teljes feloldódásához.
d. Feltételezzük azt is, hogy az oldódási zónán átszivárgó oldószer C 
kalciumkarbonát koncentrációja a zóna felső szélétől való x  mélység függ
vényében egy egyszerű lineáris függvénnyel írható le:

C(x) = — -x (0 < x < rf) , (1)
d

itt Ce a feloldott kalciumkarbonát egyensúlyi koncentrációja (1. ábra).
Megjegyezzük, hogy az (1) egyenlet SZUNYOGH (1994) által e mennyiség
re levezetett általános megoldás Taylor-sorának a lineárissal bezáruló tagja.

A karsztos oldás általános folyamatát a klasszikus NERNST (1904) 
által felállított differenciálegyenlettel jellemezzük:

dm
dt

kK * kT s-{ce-c) (2)
kk "t" k f

E formulában a szokásos módon a szereplő mennyiségek jelentése a követ
kező: m = a feloldott mészkő tömege, t = az oldási időtartam, kK = a kémiai 
oldás sebességi állandója, kT = a határrétegben végbemenő anyagtranszport 
sebességi állandója, végül S = a mészkő oldásnak kitett felületének felszíne.
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Az anyagtranszport sebességére D UBLJANSZK1J (1987) vezetett le
összefüggést:

kT = j - y ^ D 2 -v  , (3)

itt ő = az áramló rendszerre jellemző karakterisztikus méret, esetünkben a 
törmelékkockák élhossza, D = a diffúziós állandó és v = az áramló oldószer 
kinematikai viszkozitási tényezője.

Jelölje a továbbiakban p  a mészkő sűrűségét, de pedig az S felszínű
törmelékkocka élhosszának dt idő alatti megváltozását. Ekkor

dm p  • S de ...
—  = ■ ~ T  ’ <4)dt 2 dt

aminek alkalmazásával a (2) differenciálegyenlet a
‘ 2(Q  ~ O  5̂^

dt kK +kT p
formában írható fel. Most az (5) összefüggésbe helyettesítjük a (3) formulát, 
amely elemi algebrai átalakítások után a

(6)

formát ölti. Ezen összefüggésre támaszkodva határozhatjuk meg karsztos 
térszín lokális denudációs sebességét.

3. A karsztos lepusztulás sebességének meghatározása

Ha az ideális törmelékes oldódási zóna egymás alatt n számú rétegben elhe
lyezkedő kockát tartalmaz, akkor a zóna d vastagsága a kockák a 
élhosszának segítségével a

d -  n ■ a (7)
képlettel számítható ki. Korábbi munkánkkal összhangban (PÉNTEK 2001) 
most is az ideális oldódási zóna lefelé történő szakaszos eltolódásával szá
molunk, amikor At ideig tartó változatlan térbeli helyzetű oldási szakaszt 
követi a zóna a kockaélhosszal történő áthelyeződése lefelé. E szakaszos 
mozgás átlagos sebességét a

(8)

képlettel határozhatjuk meg, s megjegyezzük, hogy a zóna valóságos, fo
lyamatos süllyedését a « d feltevésünk szerint jól közelíthetjük.
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Az ideális törmelékes oldódási zóna szakaszos süllyedését korábbi 
modellünknél alkalmazott módon a C{x) függvényt az alábbi alakú képcsős 
függvénnyel közelíthetjük meg:

0  7 1
C(x) = ------- • Ce ({k -1) • a < x < k • a, 1 <k<n) (9)

2 n
{PÉNTEK 2001, 2. ábra).

2. ábra: A C=C(x) függvény megközelítése lépcsős függvénnyel 
Fig. 2. Approximation o f the C=C(x) by step function

Vizsgáljuk meg ezután egy törmelékkocka teljes feloldódási folya
matát attól a pillanattól kezdve, amikor a kockát felülről süllyedve eléri az 
ideális törmelékes oldódási zóna alja. Elemzésünk végét az jelenti, amikor a 
törmelékkocka teljesen feloldódik, s ez akkor következik be, amikor az 
ideális törmelékes oldódási zóna felső szegélye is elhagyja lefelé haladva az 
oldódása által éppen eltűnő törmelékdarabkát.

Legyen tehát az első lépésben a kiszemelt törmelékkocka az ideális 
törmelékes oldódási zóna legalsó rétegében. Itt az oldószer koncentrációja a 
(9) összefüggésből a k - n  helyettesítéssel nyerhető:
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formulát.
Az első oldódási szakaszt követően az ideális törmelékes oldódási 

zóna a értékkel mélyebbre tolódik, így a vizsgált törmelékkocka az alulról 
számított második rétegbe kerül, ahol azt már agresszívebb oldószer oldja 
tovább. Itt az oldószer koncentrációja a (9) képletből a k = n - 1 
helyettesítéssel adódik:



összefüggést nyerhetjük, ahonnan az első lépésben részletezett módon szár
maztathatjuk a (15) formulának megfelelő

egyenletet.
Eljárásunkat tovább folytatva az n-edik lépésben a törmelékkocka az 

ideális törmelékes oldódási zóna felső rétegébe kerül, ahol az utolsó oldódá
si szakaszban teljesen feloldódik. Itt az oldószer koncentrációja a (9) össze
függésből a k = 1 helyettesítéssel kapható meg:

amelyből a fentiekben részletezett módon kaphatjuk a (15) összefüggésnek 
megfelelő



adódik. Ebből már meghatározhatjuk az ideális törmelékes oldódási zóna 
A t oldódási szakaszainak nagyságát:

értékű.
Ezután már könnyen meghatározhatjuk a karsztos térszín lokális 

denudációs sebességét. Tekintsük az ideális törmelékes oldódási zóna egy 
tetszőleges n db, felfelé egyre kisebb méretű oldódó felületű kockákból álló 
oszlopát. E kockák élhossza lentről felfelé haladva a A t időtartamú oldási
szakasz kezdetén a fentiek szerint en = a, en_\, en_2,..., e2, e}, az oldási
szakasz végén pedig rendre en_\, en_2,..., e0 = 0. E kockák térfogatai az

következik. A (24) és (29) felhasználásával a denudációs sebesség értéke:
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